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1 Andengradsligningen

En andengradsligning er en ligning indeholdende et andenordenspolynomi-
um (andengradspolynomium) af én variabel x.

ax?® + br 4 ¢ =0, (1.1)

hvor a # 0. Eftersom der er tale om et andengradspolynomium, siger Al-
gebraens fundamentalsaetningﬂ, at der til ovenstaende ligning er to lgsninger.
Disse lgsninger kan veere reelle savel som komplekse.

R@dderne = kan findes ved ,,completing the square*,

9 b c
T+ -—r=——
a a
. 2 c b2 b2 — 4dac
T — = — _— =
2a a 4a? 4a?
b +vb? — 4ac
T =
2a 2a

Lgser man for x, fas

b= Vb?% — 4dac
- 2a ’

X

hvilket er den kendte lgsningsformel for andengradsligninger.

En anden form af denne lgsningsformel fas ved at dividere ([CI]) igennem
med 22

1+b 2 b\ 2 b2 dac  b% — 4dac
cl—-—+—|) =c|l—) - a=——— = ——.
r 2c 2c 4c 4c 4c

Deraf fas,

b i\/bQ — 4ac

x 2 2c
1 —b+ b2 — 4dac
x

2c
2c

1‘:
—b+ Vb2 — 4ac

!Se @ Algebraens Fundamentalszetning
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Denne form er god, hvis % >> 4ac, hvor >> betyder ,,meget storre end*,
hvor den ,,normale“ form af lgsningsformlen for andengradsligninger kan give
upraecise nummeriske resultater for en af redderne. Dette kan lgses ved at
definere

—% <b + sgn(b)V/ b — 4ac)

sa b og udtrykket under rodtegnet altid har samme fortegn. Hvis b > 0,
sa har vi

q

q:—% <b—i—\/b2—4ac>

og
1 ) b_\/m_—Z(b—\/bQ—llac)
qa b+ —dachb— Vb2 —4dac  b%— (b* —dac)
-2 (b - Vo7 = ac) b+ VP —dac
N 4ac N 2ac ’
sa
_q_ —b—Vb—dac
n=uT 2a
. _c¢_ —b+ Vb —Aac
2_q_ 2a
Analogt, hvis b < 0, sa har vi
1 1
qg=—= <b—\/b2—4ac>:§<—b+\/b2—4ac>
og
1 2 b+ Vb2 — dac 2(b+\/b2—4ac>
@ —b+ V02 —dach+ V2 —dac  —b*+ (b — dac)
b+ Vb —dac  —b—Vb? —4ac
B —2ac N 2ac ’
sa
. _q_ —b+ Vb —dac
Ta T 2a
. :E_—b—\/b2—4ac
2_q_ 2a
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Derfor er rodderne altid givet ved x1 = ¢/a og x2 = ¢/q.
Overvej nu ligningen pa formen
asx?® + a1z + ag =0,

med rgdderne z; og zo. Disse lgsninger opfylder Vieta’s formler

ai
21+ 29 = ——
a2
ao
2129 — —.

a2
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2 Taylorraxkker

En Taylorrackke er en raekkeudvikling af en funktion om et punkt. En etdi-
mensionel Taylorraekke er en udvikling af en reel funktion f(z) om et punkt
T = a og er givet ved:

f"(a)

Fa) = £(a) + Fla)e - a) + T2 (e - a2y
BG(a ) (g
! 3!( )(x—a)3+...—{—f n'( )(x—a)"+....
£ (g
B SELILTR
n=0

Hvis a = 0, er udviklingen kendt som en Maclaurinraekke.

Taylorreekker af nogle almindelige funktioner:

1 1 r—a (z — a)?
= + +
-2 1—a (1-22 (1-2)3

+ ...
: o 1. 3
cosx:cosa—sma(x—a)—§cosa(x—a) —i—ésma(x—a) +...

1 1
el =e¢ 1+(a3—a)—|—§(x—a)2+6(x—a)3+...
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3 Algebraens fundamentalsaetning

Enhver ligning af formen P(x) = 0, hvor P(x) er et polynomium med kom-
plekse koefficienter og af grad > 1, har mindst én kompleks rod. Denne
seetning blev bevist af Gauss. Den er ackvivalent med udsagnet om, at et
polynomium P(z) af grad n har n verdier z; (nogle af dem maske af al-
gebraisk multiplicitet > 1) for hvilke P(z;) = 0. Sadanne veerdier kaldes
rgdder i det givne polynomium. Et eksempel pa et polynomium med en
enkelt rod af algebraisk multiplicitet > 1 er 22 — 2z + 1 = (2 — 1)(z — 1),
der har z = 1 som rod af algebraisk multiplicitet 2. Et andet eksempel er
23 = (2—0)(2—0)(2—0), der har z = 0 som rod af algebraisk multiplicitet 3.

Et bevis herfor fores ikke i denne notesamling, da et sadant er alt for
stort, men kort kan den mest kendte fremgangsmade til at bevise seetnin-
gen bringes. Forst udvides differentialregningen til komplekse funktioner, og
man viser, at et komplekst polynomium er en differentiabel funktion. Lad f
veere et polynomium, som ikke er konstant. Antag, at f ingen redder har,
altsa at f(x) # 0 for alle z € C. Da har vi en veldefineret kompleks funktion

g(x) = ﬁ Man kan vise, at g er en begraenset funktion - det vil sige, at

lg(x)| er begreenet - og dette betyder, at g er konstant (dette kendes ogsa
som Liouvilles Saetning). Heraf folger, at ogsa f er konstant, og det er noget
vrovl!

Bemaerk, at algebraens fundamentalseetning kun udtaler sig om eksi-
stensen af rgdderne. Den udtaler sig ikke om, hvordan man finder dem! I
tilfaeldet, hvor f(x) = ax?® 4+ bx + ¢ er et andengradspolynomium, kan man
faktiskbruge den velkendte formel

—b+ Vb2 — 4dac

2a

€r =

for rgdderne. Bemeerk, at denne nu altid giver mening, idet vi nu godt
kan tage kvadratroden af et negativt tal.

Man kan faktisk ogsa nedfeelde lgsningsformler for tredjegrads- og fjer-
degradsligninger, men disse formler er meget komplicerede. Mere nedslaende
er det, at det faktisk er bevist, at man ikke kan skrive lgsningformler ned
for n-tegradsligninger, nar n = 5. Matematikken, der skal bruges til at vise
dette, er meget langharet, sa det kommer vi ikke ind pa i denne omgang.



Juni 2006 Eksamensnoter Side 10 af

4 Den komplekse eksponentialfunktion

Vi vil nu betragte eksponentialfunktionen, som er givet ved,
f(z) = ek, (4.1)

hvor k normalt er en reel konstant og = € R. Taylorrackken for e** er givet
ved:
k‘2 562 k3 3

> kngn
—1+kx+———+—§—+”.:§: (4.2)

Desuden husker vi pa taylorrackkerne for cos x og sin x:

.%'3 .%'5 l’7 l’g
562 $4 $6 CES
cosx—l———i-j—a—i-g—i—... (4.4)

Inden denne funktion betragtes yderligere, indfgres den imaginsere enhed, i,
som fasleegges ved

it =1 (4.5)

Nogle veerdier for " opskrives for nogle heltallige veaerdier af n:

iV =1 (4.6)
i=i (4.7)
iZ=—1 (4.8)
i3 =—i (4.9)
it=1 (4.10)
i =i (4.11)
i® = —1 (4.12)
it =—i (4.13)
S =1 (4.14)

Herudfra laves en rackkeudvikling af e

i2 .2 i3 1.3 4.4 75 .5 76 .6 7T '8 1.8

$:1+m+zx +2x +2x +zx +2x +zx +2x L
2! 3! 4l 5! 6! 7! 8!
2?2 23 2t b b T
—1+zx—§—2§+5+25——a—zﬁ+—+ ..
x?  xt 2% a8 w3 2 2l
= ——+Z—a+§+ +($—§+a—ﬁ...)

=cosx +isinx (4.15)
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Endvidere ma der geelde, at

e " =cosx —isinx

thi cos(—x) = cosx og sin(—z) = — sin(z).
Vi har nu de to sammenhaenge,

e =cosx +isinx

e " =cosx —isinx

Ved at seette cosz = cosx 1 disse fas folgende:

e —isine =e " +isinx
) el _ p—ix
sinx = ,
21
og tilsvarende fas for cos z:
elfl’ + e*lfl’
cosr = —————
2

Dette er definitionerne af sinus og cosinus.

(4.16)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

Vis nu hvordan de hyperbolske funktioner defineres. Tegn desuden f(x) =
e og vis at R(e™) = cosx og I(e®) = sinz. — Det er netop enhedscirklen

i forkledning!
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5 Differentialregning

5.1 Grundlaeggende definitioner

Definition 5.1 (Kontinuitet). En funktion, f(x), siges at vere kontinuert
i et interval I, safremt

lim f(x) = f(zo) (5.1)

T—X0

for alle x € L.

Definition 5.2 (Differentiabilitet og differentialkvotient). En funktion, f(x),
er differentiabel i et interval T safremt grenseverdien,

o L) = fo)

T—T0 r — X0

: (5.2)

eksisterer for alle o € I.
Safremt grenseverdien eksisterer kaldes denne differentialkvotienten.

Bemzerkning 1 (Notation i forbindelse med differentialkvotient). Differen-
tialkvotienten kan eksempelvis skrives som
df(x)

f’(:ﬂ), W’ D(f) (5'3)

Hvis man henviser til til differentialkvotienten i en punkt (xo, f(xo)), kan
dette skrives som

Flzo) df(x)

dx

af
T dx

T=x0

, - D(f)(x0) (5.4)

T=x0

Setning 1. En funktion, der er differentiabel i xq, er kontinuert i xg.

Bevis. Vi betragter en differentiabel funktion, f(z), defineret i et interval
omkring zg. f(x) ma opfylde folgende:

f(x) = f(0)

T I (z0) for x — x (5.5)
En kontinuert funktion opfylder fglgende:
f(z) = f(zo) — 0 for x — x. (5.6)

Dette er en folge af Bl
For x # xy geelder

@) = fao) = LI g (5.7
Hvis vi lader x ga mod xg far vi:
f(x) = f(zo) — f'(z0) -0 for z — xg (5.8)

Det folger heraf, at f(z) — f(xzg) — 0 for x — x. O
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5.2 Differentialkvotienter

Szetning 2 (Differentiation af x2). Funktionen, f(x) = 22, er differentiabel
og f'(z0) = 20.

Bewvis. Differenskvotienten opskrives:

f@) = flzo) _ a®—af _ (x+0)(z — 30)
r — X _1'—.%'0_ r — X

=z + 1z (5.9)

For x — xzq er f'(zg) = 2x0. O

Alternativt Bevis. Vi skal finde %. Dette ggr vi ved at finde sekantheeld-
ningen for en sekant gennnem (xg, f(xg)) og (xg + dz, f(zo + dz)), hvor dz
er en infinitesimal stgrrelse:

ﬁ_ (m+dx)2—x2

= 5.10

dx (x+dx)—=z (5.10)
22+ (dx)? + 2zdx — 2*

= 5.11

. (5.11)

= dz+ 2z (5.12)

=2 (5.13)

Til sidst har vi ”smidt”den infinitesimale stgrrelse dz veek. Dette kan vi
gore, efterdi denne er infinitesimal. O

Vi har her bevist den samme satning pa to forskellige mader. I det fgrste
bevis fandt vi graensevaerdien for differenskvotienten for x — zg og i det
andet bevis, opskrev vi sekanthaeldningen for en sekant gennem (zg, f(x¢))
og (zo + dx, f(xg + dx)).

Fordelen ved den fgrste bevistype er helt klart, at vi slipper for at skulle
smide noget veek, som vi gjorde det i ([I3)). Der skal saledes ikke herske
nogen tvivl om, at det fgrste bevis matematisk set er mere pasnt og mere
korrekt end det andet bevis.

Men derimod giver det andet bevis en langt bedre indsigt i, hvordan man
kan regne med infitesimale stgrrelser.

Det skal ogsa bemaerkes, at den oprindelige differentialregning, som blev
udviklet af Newton og Leibnitz, byggede pa infinitesimaler og fluktioner og
ikke pa greenseveerdier.

Seetning 3 (Differentiation af et produkt). Hwvis funktionerne, f og g, er
differentiable i xo gelder:

(f-9) (x0) = f'(x0) - g(x0) + g(x0) - ' (x0) (5.14)
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Bevis. Forst opskrives differenskvotienten for (f - g)'(zo), idet h(z) = (f -

9)(x):
hx) = h(zo) _ (f(x)-g(x)) = (f(z0) - g(x0))

_ (5.15)
r — X T — X0

_ U6 = Fen)o(o) + Fla) - gla) = flan) glan) oo

Tr — X
_ (f(a) ~ F(ao))gla) + (o) g(x) — glao)) -
T — X
= 7“2 — iéIO)g(m) + f(xo)ig(x; — igm) (5.18)
I (EI8) udnyttede vi, at f(z) = (f(z) — f(x0)) + f(z0).

Hvis vi lader  g&a mod xg far vi:

(f - 9)'(wo) = f'(0) - g(w0) +f(x0) - g’ (w0) (5.19)

e = ——

1 2 3

Her er begrundelser for de givne greenseveerdier:

1. Da f er differentiabel gar differenskvotienten mod differentialkvotien-
ten.

2. Da g er differentiabel, er denne ogsa kontinuert, saledes at g(x) —
g(xo) for x — xo.

3. Da g er differentiabel gar differenskvotienten mod differentialkvotien-
ten.

Hermed er det ¢gnskede bevist. O

Seetning 4 (Differentiation af en brek). Hvis funktionerne, f og g, er dif-
ferentiable © xg gelder:

/ / X _ 4
g (9(z0))
Beuvis. Beviset udelades, da der ikke er plads i marginen. O

Seetning 5 (Differentiation af en sammensat funktion). Lad g vere en funk-
tion, der er differentiabel i xq, og lad f vere en funktion, der er differentiabel
i g(xo). Den sammensatte funktion, f o g, er da differentiabel i xqy, og der
geelder:

(fog)(xo) = f'(g9(z0)) - ¢ (o) (5.21)
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Bewvis. Vi indfgrer, at h = f o g. Differenskvotienten for h opskrives:

h(z) — h(zo) _ flg(x)) — flg(x0))

T — X r — X

(5.22)

Vi forudseetter, at g(x) # g(x¢). Vi kan nu foretage fglgende omskrivning:

ha) — heo) _ Flg@)) - £g(a0) -
r — X T — X0
_ flg(@)) — flg(xo)) g(@) — g(z0)
B O (524
For x — x¢ fas
(fog) (z0) = f'(9(x0)) - ¢ (o) (5.25)
-

Her er begrundelser for de givne greenseveerdier:

flg(x)) = f(g(x0))

1. Da f er differentiabel i g(xg) vil
9(x) — g(xo)

Tr — Xy.

— f'(g(w0)) for

2. Da g er differentiabel i xy er denne ogsa kontinuert xq saledes, at
g(z) — g(zg) for x — xg.

Hermed er beviset slut (Under forudsaetningen, at g(x) # g(xo) 1 et interval
omkring ) O
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6 Integration

6.1 Beviser

Saetning 6 (Partiel integration). Lad f vere kontinuert og g veere differen-
tiabel med kontinuert afledet pa et interval, T, og lad a,b € T. Lad endvidere
F vere en stamfunktion til f og ¢’ vere den afledte af g. Sa gelder

b b
| 1@ g@)da = (F@) - 9@l - [ F@) gz (61
Bewis. Via produktreglen for differentiation fas:
(F(z) - g(x)) = F'(z) - g(x) + F(z) - ¢ () (6.2)
Produktreglen kunne bruges, efterdi F' og g er differentiable i Z. At F er
differentiabel folger direkte af, at F' er stamfunktion til f og, at g er diffe-

rentiabel folger af forudsaetningerne i ssetningen.

Af (B2) folger direkte:
b
[F(z) - g(2)]a :/ F'(x) - g(x) + F(x) - ¢'(x) dz = (63)

b b
[ 1@ 9@ do = (@) gl — [ F@)-g'@) da (6.4)

Omskrivningen fra [[E2) til [GE3) kunne lade sig gore, da F, g, F' = f og
g’ var kontinuerte (Husk, at hvis en funktion er differentiabel er det en
implikation, at funktionen ogsa er kontinuert). U

Seetning 7 (Integration ved substitution). Lad g vere differentiabel med
kontinuert afledet i et interval T og lad f vere kontinuert 1 verdimaengden
for g. Nar a,b € T geelder:

b g(b)
l/fwmwmwm:/ f(ydt (6.5)
a g(a)

Beuis. Ifglge reglen for differentiation af en sammensat funktion gaelder:

(F(g(x))" = F'(g(x))d (x) (6.6)
Her er F' = f. Idet F og g er differentiable er (B0 et sandt udtryk.
Af [B3) folger umiddelbart:

b
| #a)g @)do = (F(g() (6.7

= [F@)]5) (6.8)

g(b)
_ / S (6.9)
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7 Gammafunktionen

Gammafunktionen defineres for positive tal ved
[(z) = /OOO t"le7tdt, x>0 (7.1)
Metoden for partiel integration ser saledes ud:
/ " F0) - gt)dt = [P() - g(0)E — / F0)-ddr (1)

For T'(x) saetter vi

ft)y=e"og g(t) =", (7.3)

hvilket medfgrer, at
F(t)=—e"ogg'(t) = (z - 1)t"? (7.4)

Dyvs.,
I(z) = / Tl ety (7.5)
0

=[-e"- tx_l]go - /0 —e b (z — 1)t*2dt (7.6)
=[-e"- tmfl]go + (z — 1)/0 et "2 dt (7.7)

Det ses, at [ g 1] = 0 for z > 0. Dette giver

() = (x— 1) /O Tt gy (7.8)

Ved at addere x med 1 fas:
MNz+1) == /00 et dt (7.9)
= xf?x). (7.10)

Vi har altsa vist sammenhaengen,

T(@+1) =al(z)] (7.11)

For gammafunktionen geelder saledes for heltal,

I'n)=(m—-1Tn-1) (7.12)
=mn—-1)(n—-2)T (n —2) (7.13)
=n-1)(n-2).. (7.14)
=(n—-1)! (7.15)
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Der geelder saledes, at
Fn+1)=n! (7.16)

hvor n € Z.
Det kan saledes for eksempel vises, at 0! = 1:

r(l):/oootoetdt (7.17)
=[] (7.18)
=1 7.19)

Dette er jo ogsa klart, thi n! er antallet permutationer af en n-maengde. Og
en mangde med 0 elementer er jo netop den tomme maengde.
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8 Numerisk Integration

I det folgende vises det, hvorledes man kan bestemme veerdier af bestemte
integraler. Det forudsaettes, at integranten er kontinuert pa et interval, Z,
og at den gvre greense samt den nedre graense for det bestemte integrale, er
et element i 7.

Forst laves en figur:

A
f(x)

Fig. 1: Pa denne figur ses en raekke sgjler under f. Punktet, Py, angiver
funktionsveerdien midt i den fgrste sgjle.

Pa figuren er indtegnet en funktion, f, der er kontinuert pa et interval, Z.
Integralet, som vi vil finde, har den nedre graense, a, den gvre graense, b, og
der gelder, at a,b € 7.

Safremt b > a og f er stgrre end eller lig nul i intervallet [a;b], er det
bestemte integrale lig med arealet af punktmeengden, M, der fastleegges ved:

M={(z,yla<z<b A0<y< fo)} (8.1)

For at bestemme en estimeret veerdi for det bestemte integrale, kan man
saledes (i dette tilfzelde) bestemme en approksimeret veerdi for arealet af
punktmeengden, M. Af figuren er indtegnet nogle sgjler, der har bredden,
Azx. Antallet af sgjler betegnes n. Ved at betragte figuren fas, at

B |b — al

v (8.2)

n
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En estimeret veerdi for arealet af den forste sgjle er fglgende:

f <a + %) Az (8.3)

Arealet af den anden sgjle kan vil tilsvarende approksimeres til
A
f <a + 73” + Ax) Az (8.4)

Ved at gentage denne proces n gange fas, at arealet kan approksimeres til

n—1

1
Areal = Z [z + §Am)Ax (8.5)
i=0

hvor z; = a +1 - Ax.
Hvis vi lader Az ga mod 0, saledes at Ax = dx, fas det bestemte inte-
grale pa sin seedvanlige form:

b
/ f(z) dz (8.6)

I dette bevis er det forudsat, at b > a og at f(x) > 0 i intervallet [a;b].
Dette er dog ikke generelle betingelser og den angivede formel kan saledes,
altid bruges safremt f er kontinuert i det interval, der integreres over.

Der geelder saledes folgende:

b n—1 Az
’ f(z) do ~ ;0 flz + T)Ax (8.7)




Juni 2006 Eksamensnoter Side 21 af

9 Biologi-differentialligningerne - Beviser

De folgende beviser er baseret pa seetningen, der siger, at

y =0 (9.1)
har den fuldsteendige lgsning
y=c¢, cecR (9.2)
Saetning 8. Differentialligningen,
y' =ay (9.3)
har den fuldstendige lgsning
y=ce” ceR. (9.4)

Bevis. En funktion, g(x), er fastlagt ved fglgende:
g(@) = f(z)e . (9.5)

g(x) er endvidere defineret til at veere en lgsning til y' = 0. Forst vises
det, at f(z) er en lgsning til ¥ = ay, hvilket viser sig, at veere en direkte
konsekvens af definitionen af g(z):

f(x)e ™ er en lgsning til ' =0 — (9.6)
(f(z)ema®)" =0 — (9.7)

fl@)e™™ + f(z)(—a)e™ ™ =0 = (9.8)
f(z) —af(x) =0 = (9.9)

f(z) = af(x). (9.10)

Det er saledes vist, at f(z) er en lgsning til ¥’ = ay.
Ved anvendelse af, at g(x) er en lgsning til ¢/ = 0 fas umiddelbart, at

f(z)e ™™ =c, (9.11)
hvor ¢ er konstant. Ved isolation af f(z) fas
f(z) = ce™. (9.12)
U
Saetning 9. Differentialligningen,
y=b—ay, a#0 (9.13)

har den fuldstendige lgsning

b
y=—+ce ® ceR. (9.14)
a
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Bewis. En funktion, g(z), fastleegges ved

o) = Ja) - (9.15)
hvor g(z) defineres til at veere en lgsning til 4’ = —ay. Det vises forst, at
f(z) er en lgsning til ¥/ = b — ay:
fz) — b er en lgsning til ' = —ay = (9.16)
a
b\’ b
<f(x) - —> =—a <f(x) - —> = (9.17)
a a
fl(x)=b—af(x). (9.18)
f(z) er saledes en lgsning til ¥’ = b — ay. Vi kan skrive g(x) som
b
o) = Ja) (919)
=ce ¥ (9.20)
Dyvs.,
fl) ——=ce™™ = (9.21)
b
fla)==4+ce™ ™ (9.22)
O
Saetning 10. Den logistiske differentialligning,
y = ay(M —y), a+0,M+#0 (9.23)
har den fuldstendige lgsning,
M
= = R. .24
y=0 VvV y=1——on C€ (9.24)

Bewis. Den trivielle lgsning til seetning [[0 kan nemt bevises ved indsaettelse
af y =01 @23
Vi skal som beskrevet vise, at den logistiske differentialligning derudover
har den ikke-trivielle lgsning,
M

Y

Vi skriver leddet ce ™% som en funktion g(x) = ce”*®. Det er tidligere
bevist, at en funktion som g(x) er lgsning til 3’ = —aMy. Ved indsaettelse

af g(x) i (@20 fas

(9.26)
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Ved isolation af g(x) i ([20]) fas:
g(x) = — — 1. (9.27)

Ved udnyttelse af, at g(z) er lgsning til ¢/ = —aMy kan vi vise, at f(z) er
lgsning til differentialligningen, y' = ay(M — y):

g(z) er lgsning til ¢/ = —aMy <= (9.28)

% — 1 er Igsning til i = —aM <% - 1) — (9.29)
% (% - 1) — —aM (% _ 1> — (9.30)
_(]}4(9{;;326) — —aM (% - 1> = (9.31)

P =atf@)? (75 -1) = 9:32)

fl(x) = af (z)(M — f(x)). (9.33)

Af [@33) fremgar det direkte, at f(z) er en lgsning til v = ay(M —y). Nu
mangler vi blot at bestemme Igsningsformlen for differentialligningen.

Det vides, at g(z) er lgsning til ¥ = —aMy. Ved indsattelse af g(x) =
ce” Mz i ([@7) fas

% —l=ce ™M cecR = (9.34)
M
@) = i M0 (9.35)

Da M # 0 ses det, at en lgsning pa formen (@38 ikke kan have funktions-
veerdien, 0. Nullgsningen og den anden ikke-trivielle lgsning vil saledes aldrig
overlappe hverandre. O
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10 Panserformlen

Seetning 11 (Panserformlen). Hvis p og q er kontinuerte funktioner pa et
interval T har differentialligningen,

y +p()y=q(z), €I (10.1)
den fuldstendige lgsning,

y(z) = e @ /eP(x)q(x)dx + Ce @ (10.2)

Bewvis. Da p er kontinuert i Z har denne en stamfunktion, P, i dette interval.
Da e’ > 0 for alle z € Z har (L)) samme lgsninger som

"Dy 1 e"Wpla)y = " (x) . (10.3)

Venstresiden er differentialkvotienten af et produkt. Heraf fas:

% ("@y) = " @ya) =  (104)
@y = /eP(x)q(x) dr+C, CeR = (10.5)
) / @ g(a)da + CeP@ (10.6)

O

Vi har til sidst indfert den arbitreere konstant, C. y(x) er her defineret
i hele 7.
Til tider skrives panserformlen ogsa som fglgende:

y(z) = efp(x)dx/efp(m)”q(x)dw + Qe Jp@de (10.7)

Den kaldes panserformlen, efterdi den er pansret til med integraltegn!
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11 Separation af de variable og entydighed

Vi vil betragte differentialligningen

dy y(1-y)
— =" 11.1
dx 1+ 22 (11.1)
og vurdere egenskaberne af lgsningerne til denne.
Forst ses det, at udtrykket (1 — y) netop er 0 for y = 0 samt for y = 1.

Differentialligningen ([IT]) har saledes de to konstante lgsninger,
f(z)=0, z eR glx)=1, z€R

Inden der ggres yderligere betragtninger om ([[ITl) vil vi dog lige tage et kig
pa entydighedsseetningen:

Seetning 12 (Entydighedssaetningen). Lad Z vere et interval der indeholder
xg 09 J et interval der indeholder yy og betragt sa begyndelsesverdiproblemet

dy _

2 h(z)-g(y),z €T,y e T, y(xo) = yo -

Hvis h er kontinuert i T og g er differentiabel med kontinuert afledet i T,
sa har begyndelsesverdiproblemet hgjst én lgsning defineret i T med verdier
iJ.

Vi vil nu ses pa egenskaberne for eventuelle ikke-konstante lgsnigner. Vi
vil se pa tre forskellige intervaller:

J1 =]1;00[ Jo =]0;1] J3 =] —00;0[

Ifglge entydighedssaetningen kan eventuelle ikke-konstante lgsninger have et
af de ovenstaende tre intervaller som vaerdimeengde.

Safremt en lgsning har /7 som veerdimeengde er y > 1 for alle x i den
givne funktions definitionsmeengde (Denne kaldes Z1). At y > 1 betyder
fglgende:
dy

1 —
u<0 <— — < 0= y er aftagende, nar x € I

1 —
y= 1+ 22 dx

Tilsvarende kan det vises, at fglgende gaclder for lgsninger med vaerdier i
henholdsvis Js og Js:

1— d
u>O = —y>O:> y er voksende, nar x € 7o
1+ 22 dx

d
W<O = d—z<0:>yeraftagende,nérxefg

I<y<l =

Det skal selvfglgelig bemeerkes, at eventuelle partikulaere lgsninger til diffe-
rentialligningen kun vil veere defineret i et begraenset interval.
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En lgsning med veerdier i J1, Jo eller J3 er givet ved:

C

—— % ___ ceR\{0} (11.2)

y(x) T ¢ — e—arctanz’

Vi har her kraevet, at ¢ # 0 saledes, at den konstante lgsning y(z) = 0 ikke
er tilladt ud fra denne formel (Vi gnskede jo at bestemme et udtryk for
lgsningerne med veerdimeengde i intervallerne; J;, Jo eller J3). Af ([[T2) ses
det, at definitionsmeengde ma begraenses af at fglgende skal veere opfyldt:

c—e” arctan z ?é 0

10—

Fig. 2: Her ses et heeldningsfelt samt en raekke lgsninger med begyndel-
sesveerdibetingelserne, y(—=7) = 7,y(1) = 4,y(1) = 1,y(0) = 0.5,y(1) =
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12 Lamberts W-funktion

Funktionen w —— we" er voksende for w > —1 og aftagende for w < —1.
Den omvendte funktion til w —— we™,w € [0 ;00| er Lamberts W-funktion
ogsa kaldet omegafunktionen. Jeg vil her betegne den som W (z) (I Maple
LambertW og i Mathematica ProductLog). Den er defineret for z > —e ™!
ved

y=W(z) < x=ye! Aye[-1; oo]
Lambert (1758) overvejede lgsningen til
2% — 28 = (a — Bva®tP,

kendt som Lamberts transcendentale ligning. Og som det var med alt
andet matematik, kiggede Euler forbi. Euler (1783) skrev en artikel om Lam-
berts transcendentale ligning. I sin artikel prassenterede Euler tilfzeldet, hvor

a — f3, hvor ligningen reduceres til Inz = vz’ <= z = exp <—%),

hvilket neesten er definitionen af W (z), selvom Euler foreslog, at man defi-
nerede en funktion mere lignende —W (—z). Euler citerer Lambert som ham,
der fgrst studerede denne ligning.

Eisenstein (1844) studerede rackken af det uendelige ,,power tower “
h(z) = 2%

hvilket kan udtrykkes pa den lukkede form
W(—Inz)

Inz

h(z)=—

Generelt geelder det, at hvis en funktion f, der er givet ved f : x —— za®
saettes lig med et tal 3, sa fas ved lgsning af den fremkomne ligning med
hensyn til z: ¢ = Y(8lna),

Ina

Eksempel 1. En funktion f er givet ved f : x —— xe®. Settes denne lig
med 2, fremkommer ligningen xe® = 2, og vi er interesserede i at lgse denne
med hensyn til x. Vha. definitionen for W (z) fas

W(2lne)

e’ =2 &= =
Ine

— x=W(2)

Oplgftes den variable til sig selv, galder fglgende generelle udsagn
In (%)

ar?®® = ¢ = g =



Juni 2006 Eksamensnoter Side 28 af

Eksempel 2. En funktion f er givet ved f : x +—— 2x3%. Denne funktion
seettes lig med b, og vi lgser for x:

2537 = 5 —
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13 Vektorer

13.1 Introduktion til vektorer

En vektor kan geometrisk opfattes som en skalar med en retning. En vektor
i R? skrives for eksempel som

(13.1)

S]]
I

)

[\o}

Hvis en repraesentant for a afseettes i O er a retningsvektor for punktet,
(a1,a2,a3).
13.2 Skalarprodukt
Skalarproduktet for to vektorer, @,b € R3, defineres ved
a-b= a1b1 + asbs + asbs (13.2)

En seetning siger, at skalarproduktet er invariant (= uafheengigt af det
valgte koordinatsystem). For at bevise, at dette er tilfaeldet, isoleres @ - b i

regnereglen, (a + b)? = a2 + b +2a - b

a b= % ((a+5)2 — —52> (13.3)
= 2 (@ +BP — f@l* ~ 5P (13.0

Heraf ses det, at skalarproduktet, alene afhaenger af leengden af vektorerne
@ og b. Og da laengder pr. definition er invariante i R3, er skalarproduktet
ogsa invariant.

Seetning 13 (Vinklen mellem to vektorer). For vinklen, v, mellem to egent-
lige vektorer i R? geelder

@-b=[al|b|cosv (13.5)

Bewis. Det er netop vist, at skalarproduktet er invariant. Derfor kan vi veelge
at udregne skalarproduktet i et vilkarligt koordinatsystem og fa det samme
resultat, som hvis vi havde valgt et vilkarligt andet koordinatsystem.

For at udfgre beviset betragtes koordinatsystemet, hvor

- < |g| > (13.6)

5= (o) w2

|b| sin v

f

b kan sa skrives som
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Heraf fas for prikproduktet:
@-b=[al|b|cosv (13.8)
O

Det skal bemeerkes, at ssetning [3] eksempelvis ogsa geelder for vektorer
i R3.

Fremgangsmaden i det netop udfgrte bevis er bemaerkelsesveerdig. Vi
valgte at udregne skalarproduktet i et koordinatsystem, hvor udregningerne
var sarligt lette. Uden videre kunne vi overfgre resultatet til ogsa at geelde
i alle andre koordinatsystemer.

Seetninger og regneregler kan altsa tolkes absolut. Et udtryk som @ = b+¢
er saledes enten rigtigt eller forkert i alle koordinatsystemer. For at tjekke
om udtrykket er sandt, kan man definere et koordinatsystem, hvor @ og b+¢
afsaettes 1 et punkt. Hvis udtrykket er sandt i dette koordinatsystem vil
det saledes ogsa veere rigtigt i alle andre koordinatsystemer. Man siger, at
vektorer er form-invariante over for valget af referencesystem.

13.3 Metrik og skalarprodukt

Metrikken i et rum fastleegger geometrien af et rum. I R?® er metrikken
defineret ved

(Ar)2 = (Aac)2 + (Ay)2 -+ (Az)2 (13.9)

hvor Ar kaldes afstanden mellem to punkter, og (Az, Ay, Az) er differensen
mellem de to punkters x-, y- og z-koordinater hhv.

Eksempelvis kan kvadradet af l&engden af en vektor @ findes som afstan-
den mellem O og retningspunktet for @, nar denne afsaettes i O:

(Ar)? = (Az)* + (Ay)® + (A2)* = af + a3 + a} (13.10)

Og dette er abenlyst lig @-a. Der er saledes en sammenhzeng mellem prikpro-
duktet af to vektorer i et rum og metrikken i et rum.

Eksempel 3 (Metrikken i Minkowski-rumtiden). Metrikken i Minkowski-
rumtiden, M*, er eksempelvis defineret ved,

(As)? = (Axzp)? — (Az1)? — (Azy)? — (Axs)? (13.11)

hvor wvi altsa betragter to punkter pa formen, (xg, 1, z2,3).
Tilsvarende er det invariante skalarprodukt mellem to vektorer A, B €
M* givet ved

Z . E = AQBO — AlBl — A2B2 — Ang (1312)

hvilket jo netop er den samme sammensaetning af + er og — er som i ([ZIIl).
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13.4 Tvaervektor

Nar en vektor @ € R? roteres 90 grader i positiv omlgbsretning fis dennes

tveervektor,
([ a2
() -

For at bevise dette skrives vektoren forst pa formen,

a=[a ( cos v > (13.14)

sin v

P

Ved at addere v med 90 grader fas det gnskede udtryk for tveervektoren:
_ [ cos(w4+90) \ _ [ —sinv ) [ —a
a=d < sin(v + 90) > = lal < CoS v > N < ay > (13.15)
13.5 Determinant
Determinanten, det(a,b) for to vektorer @,b € R? defineres ved
det(a, 5) = a1b2 — a2b1 (1316)
Determinanten har bl.a. fglgende egenskaber:
e det(a,b) = [a]|b| sinv.
e det(a,b) =0 <= alb v @=0 Vv b=0.
e |det(a@,b)| er arealet af parallellogrammet, der udspeendes af @ og b.

For at bevise formlen, det(a@,b) = |al||b|sinv, betragtes et koordinatsystem,
hvori de to vektorer, @,b € R?, er givet ved:

_{ lq| = [ |b|cosv
a= < 0 og b= B sin v (13.17)

Heraf fas for det(a, b)

det(@,b) =a-b = < 0 > : < b] cos v ) = [al|b|sinv (13.18)

|al |b| sin v

Hermed er det gnskede vist. OJ
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13.6 Projektion af vektorer

En vektor kan deles i forskellige komposanter. Eksempelvis kan en vektor
med komponenterne, (a1, as), oplgses til to andre vektorer med komponen-
terne (a1,0) og (0,az). Vi har saledes faet dannet 2 nye vektorer, der er
parallelle med henholdvis forste- og anden-aksen.

Man kan ogsa projicere en vektor @ ind pa en vektor b:

Seetning 14 (Projektionsformlen). Lad @ vere en egentlig vetkor i R? 09
lad b veere en vilkarlig vektor i R%. Sda geelder folgende for projektionen af b
pa a:

by = ——a (13.19)

Bevis. Forst laves en figur af en vektor b og projektionen af denne pa en
vektor a:

b-ta
> >
b=ta a

a

Fig. 3: Dette er en figur af situationen. Vektorer er markeret med fede
bogstaver.

Pa figuren er desuden indtegnet vektoren, b—bg =b—ta (t er en kon-
§tant). Af figuren fremgar det, at bz = ta. Endvidere fremgar det, at @ og
b — ta er ortogonale. Det fglger heraf, at deres skalarprodukt er nul, hvilket
giver:

a-(b—ta)=0 = (13.20)
a-b—ta-a=0 = (13.21)
a-b
t=-——= 13.22
a? 1522
Ved indsaettelse af den bestemte veaerdi for ¢ i by = ta fas:
— a-b
bz = —=a 13.2
ar a (13.23)
O
Det skal ogsa naevnes at folgende geelder:
_ a-b
‘ba — (1324)
al
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14 Rumgeometri

14.1 Objekter

I dette underafsnit praesenteres de vigtigste objekter i det tredimensionelle
rum og der praesenteres nogle mere generelle formler, som geelder i hgjere
dimensioner. Beviser udelades desuden.

14.1.1 Linier

Intuitivt kan man sige, at en linje er en uendelig lang og uendelig tynd lige
kurve. I det euklidiske rum er en den korteste afstand mellem to punkter
langs en linje, der forbinder de to punkter.

En linie i R” fastleegges ofte ved folgende delmaengde af R™

L={a+tb|teR} (14.1)

hvor @, b € R™.
I R3 skrives linien som folgende:

) a
L= Yo | +t| b teR (14.2)
20
a
hvor punktet (zo,yo,20) er indeholdt i linien og vektoren, b |, er en
c

retningsvektor for linjen.
Af ([[Z2) folger det, at en linjes parameterfremstilling er givet ved:

T o a
y | =1 v |+t| b (14.3)
z 20 c

14.1.2 Kugler

Ved en kugle forstas maengden af et eller flere punkter, der har samme af-
stand fra et punkt — kuglens centrum. Om afstanden mellem to punkter i
R3 gzelder

r? = (Az)? + (Ay)? + (Az)? (14.4)

Kuglens centrum betegner vi (xg, 9o, z0). Kuglen med radius r i R? er derfor
givet ved folgende meengde,

S? = {(x,y, 2) R | r? = (z —20)* + (y — yo)? + (2 — zo)2} (14.5)
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En kugle i det euklidiske rum kan derfor beskrives ved ligningen,
r? = (x—0)” + (y — v0)* + (2 — 20)° (14.6)

Nu vil vi kigge pa kugler i R™. Kuglens centrum skrives som (ay, ag, ..., a,).
Heraf fas for kuglens delmaengde af R™:

r? = Z(m, — a;)? }

i=1

sl = {(ml,mg,...,xn) e R"”

(14.7)
={(x1,x9,...,2,) € R" |

2

r = (1 — a1)2 + (z2 — a2)2

oot (7 — an)?}
At sfzeren skrives som S”~! betyder, at den kan beskrives med n — 1 koor-
dinater.

Eksempelvis kan en kugle i det tredimensionel rum beskrives med to
koordinater. Og pa himmelkuglen kan alle objekters positioner for eksempel
bestemmes ved angivelse af en rektascension og en deklination.

14.1.3 Planer

Ved en plan i det tredimensionelle rum forstas en uendelig stor og uendelig
tynd flade uden krumning.

I R? fastleegges en plan oftest ud fra en normalvektor og et punkt pa
planen. Punktet betegnes Py (o, yo, 20) 0g normalvektoren skrives som:

a

F=1| b (14.8)

Ethvert punkt, P, i planen ma af abenlyse arsager kunne skrives som maeng-
den,

a={PeR*®| @ PPy=0} (14.9)

Dette giver for planens ligning:

a: a(x —x0) +b(y —yo) +c(z —20) =0 (14.10)

Her har vi givet P koordinaterne (z,y, z). Ved at indfgre en stgrrelse defi-
neret ved, d = —(axg + byo + czp), kan planens ligning skrives som:

aar+by+cz+d=0 (14.11)

Hvis vi betragter en plan i R™ kan denne fastleegges ved maengden,

a={PeR"|n-PPy=0} (14.12)
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Det skal naevnes, at planen i rummet ogsa kan beskrives ved hjeelp af folgende
parameterfremstilling:

€T Zo b1 qn
a |y )= v |+s| p |+t| ¢ |, steR (14.13)
z 20 b3 a3
p1 q1
hvor | po og Q2 er retningsvektorer for planen og (xg,yo, 20) er
b3 a3

indeholdt i planen.
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15 Statistik og sandsynlighed

15.1 Gennemsnit og standardafvigelse
15.1.1 Grundlaeggende definitioner

For et talseet med n observationer, X = {z1,x9,...,z,}, defineres 3 vigtige
stgrrelser som:

(X) = (21 + 2 —i—...—i—mn)% (15.1)
(X?) = (a3 + 23 +...+xi)% (15.2)
s=4/(X?) —(X)2 (15.3)

hvor (X) kaldes middelveerdien af X, (X?) er middelveerdien af kvadratet af
X og s er spredningen. (X) og (X?) er selvfglgelig mal for den gennemsnitlige
beliggenhed af observationerne, hvorimod s er et mal for den gennemsnitlige
afvigelse pr. observation i forhold til den gennemsnitlige beliggenhed.

15.1.2 Frekvens og Sandsynlighed

Frekvensen for et observationssaet defineres som hyppighedenﬁ, h(z;), af en
observation divideret med antallet af observationer:

h(x;)

flz) = (15.4)
Frekvensen for en observation, x;, i et observationsseet beskriver saledes
andelen af det totale antal observationer, n, som x; udger. Frekvensen er
saledes alene baseret pa et empirisk grundlag.

Sandsynligheden, P(X = x1), for en observation, x;, i et observationssaet
beskriver ligesom frekvensen andelen af det totale antal observationer, som
en given observation udggr. I modsatning til frekvensen defineres sandsyn-
ligheden dog alene ud fra et teoretisk grundlag.

Eksempel 4 (Forskellen pa frekvens og sandsynlighed). Et eksempel pa for-
skellen pa frekvensen og sandsynligheden er et terningkast. Sandsynligheden
for at sla en 6’er vil altid veere 1/5, hvorimod frekvensen sjeldent vil vere det.
Slar man én gang med en terning og far en 3’er vil frekvensen af f(x; = 6)
veere 0, men P(X = 6) wvil selvfolgelig stadig vere 1/5.

Nar man udferer et eksperiment tilpas mange gange — man forstgrrer herved
n for observationssaettet — vil frekvensen nzerme sig sandsynligheden. For at
tage eksemplet fra for; slar man 6 millioner gange med en terning, vil antallet
af 6’ere ligge teet pa 1 million.

?Hyppigheden er antallet af gange, som en observation optraeder i et observationsseet.
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Umiddelbart er det sveert, at definere sandsynligheden, P, for et givent
udfald. En intuitivt neerliggende made ville veere folgende:

(15.5)

Man kan dog ikke uden videre definere dette. For det forste skal det vi-
ses matematisk, at den givne graensevaerdi overhovedet eksisterer og for det
andet, vil det i praksis veere umuligt at bestemme sandsynligheden for et
givent udfald, da det ville veere ngdvendigt, at gentage et eksperiment u-
endeligt mange gange. Og hvis man ikke kan bestemme en sandsynlighed
ngjagtigt, vil det veere ngdvendig at opstille modeller for usikkerheden af
ens sandsynlighed, og denne usikkerhed ville derfor blive viderefgrt i alle
beregninger, hvori sandsynligheden indgar. Men selvom den givne definition
ikke bruges er den alligevel taget med i neerveerende tekst, da den intuitivt
giver et meget godt billede af, hvad sandsynlighed er.

Nar man skal tilleege et udfald en sandsynlighed, giver man begivenheden
en sandsynlighed alene ud fra et teoretisk grundlag. Sandsynligheden er
saledes et mal for, hvilken #iltro man tilleegger et udfald. Dette er smart,
idet man sa kan tildele begivenheder sandsynligheder, selvom de aldrig er
sket. At gore noget sadant ville veere totalt umuligt ved anvendelse af (23],
idet n sa ville veere 0.

15.2 Exceptionelle udfald
15.2.1 Normale udfald, grazoner og excepptionelle udfald

Et exceptionelt udfald, z;, er defineret ved fglgende:
x; er exceptionel <= |z;—(x)| >n-s, neRy (15.6)

Om andelen af exceptionelle udfald gaelder sa:
€< — (15.7)

Man kan sa altid bestemme n sa den gnskede andel af observationerne er
exceptionelle. Oftest seettes n til at veere 2, hvilket gor at 25% af udfaldene
er exceptionelle.

Ofte gnsker man ogsa at have en grazone, der markerer, at et udfald
hverken er exceptionelt eller normalt. Et eksempel pa hvordan man kan de-
finere normale udfald, udfald i grazoner og exceptionelle udfald ses her:

x; er exceptionel x; er i en grazone  x; er normal
|z; — (z)| > 3s |z — (x)| > 2s  |z; — (z)| < 2s
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15.2.2 Fejltyper

Nar man behandler statistiske udfald kan det veere sveert, at afggre om en
afvigelse skyldes statistiske tilfeeldigheder, eller om der rent faktisk er en
tendens i observationssaettet, som udfaldene stammer fra.

Til at belyse sadanne fejl en smule vil jeg omtale fejltyper af type I og
type II. Men fgrst vil jeg dog introducere, hvad en nulhypotese er.

Nulhypotesen Inden man kan sige noget om, hvorvidt en fejl er af type
I eller type II, skal man opsaette en hypotese, Hy, som enten kan vaere sand
eller falsk. Hvis man ud fra en maling afggr, at Hy er falsk, accepteres en
anden hypotese, Hq, saledes, at denne er sand. Hvis man derimod siger, at
Hj er sand, bortkastes hypotesen H;.

Man kan saledes ikke tage stilling til begge hypoteser. Man kan kun kigge
pa, om Hj er sand/falsk, og derudfra er det afgjort hvad H; er (Dvs., om
den er sand eller falsk).

Eksempel 5 (En nulhypotese). Jeg vil nu betragte en situation, hvor man
skal afgore om et ny-fremstillet leegemiddel er bedre end et gammelt lege-
middel. En nulhypotese kunne da veere:

Hy: Det nye legemiddel er bedre end det gamle.
H; ville sa se saledes ud:
Hy: Det gamle legemiddel er lige sa godt eller bedre end det nye.

Hvis Hy er sand vil man velge, at anvende det nye legemiddel, og hvis Hg
er falsk, vil man anvende det gamle legemiddel, da man kender dets virkning
bedre, idet det er blevet anvendt lengde. En vigtig pointe er, at man aldrig
direkte tager stilling til Hy, men kun afgor sandheden af Hy ud fra, hvad
man konkluderer om Hy.

Fejl af type I og type II Nar man skal afggre om ens nulhypotese er sand
eller falsk, kan man lave to forskellige fejl. Man kan acceptere nulhypotesen,
selvom den rent faktisk er falsk (Fejl af type II), og man kan bortkaste ens
nulhypotese, selvom den er sand (Fejl af type I). Dette kaldes henholdsvis
for fejl af type II og type L. Der gelder altsa:

e Ved fejl af type I bortkastes nulhypotesen, selvom denne er rigtig.
e Ved fejl af type II accepteres nulhypotesen, selvom denne er forkert.

Hvis man afprgver om ens hypotese er sand og far et exceptionelt (darligt)
udfald, vil man bortkaste ens hypotese. Nar man bortkaster en hypotese
pga. af et exceptionelt udfald, er der saledes risiko for at bega fejl af type
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1. For at nedseette risikoen for sddanne fejl kan man formindske den andel
af udfald, som er exceptionelle. Dette vil dog forstgrre risikoen for at bega
fejl af type II, idet man sa vil kunne komme til at acceptere sin nulhypose,
selvom denne er forkert.

Eksempel 6 (Valg af medicin). Jeg vil nu se lidt mere pa nulhypotesen fra
eksempelld. Nar man skal veelge medicin, vil man typisk vere helt sikker pa,
at den medicin man bruger ikke har nogle ukendte bivirkninger, og at den
desuden er forholdsvis effektiv.

Man vil saledes undga fejl of type II, sa man ikke kommer til at velge
den nye medicin, alene pa baggrund af den statistiske usikkerhed, der er ved
enkelte udfald i forhold til hele observationssettet.

Eksempel 7 (Terningekaster). En terningekaster pastar, at han har over-
naturlige evner til at sla 6’ere. En statistiker vil undersoge, om dette er
sandt, og opstiller nul-hypotesen;

Hy : Terningekasteren har overnaturlige evner

Nar man skal afgore, om Hy er sand, skal man pa den ene side undga fejl
af type I, sa man ikke kommer til at give terningekasteren urimelige vilkar,
men pa den anden side skal man ogsa undga fejl af type II, sa man ikke
konkluderer, at han har overnaturlige evner alene pa baggrund af empiriske
usikkerheder.

15.3 Endeligt sandsynlighedsfelt
Ved et endeligt sandsynlighedsfelt forstas en endelig maengde U og en funk-

tion P med U = {uy,us,...,u,}, som definitionsmeengde, og som opfylder
a: 0<P(u;) <1 (15.8)
b: > Pluj)=1. (15.9)

i=1

En delmaengde H af udfaldsrummet U kaldes en hendelse. Sandsynligheden,
P, for haendelsen er givet ved summen af sandsynlighederne for udfaldene.

Et sandsynlighedsfelt er symmetrisk, hvis sandsynlighederne for alle ud-
faldene i et udfaldsrum er sckvivalente.

Eksempel 8 (Et symmetrisk udfaldsrum). Et symmetrisk udfaldsrum kan
man for eksempel finde ved at betragte en terming. Sandsynligheden for at
sla 1, 2, 8, 4, 5 eller 6 er 1/ og sandsynligheden for at fa en af disse 6 i et
kast er netop 1.
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Nu betragtes to haendelser A og B i et udfaldsrum U. Folgende gaelder
da

P(AUB) =P(A) +P(B) - P(ANB) (15.10)
P(A\B) = P(A) — P(AN B) (15.11)
P(A) =1—-P(A) (15.12)

hvor P(A U B) er sandsynligheden for at A eller B sker, P(A\B) er sand-

synligheden for at A sker og B ikke sker og P(A) er sandsynligheden for, at
A ikke sker.

15.4 Binomialfordelinger
15.4.1 Binomialkoefficienten

Ofte er det nyttigt at vide, hvor mange forskellige uordnede q—maengdexﬁ
man kan lave ud af en n—maengdeﬂ. Det kan vises, at dette antal er lig
binomialkoefficienten, der defineres ved

(Z) - q!(n”iiq)! . (15.13)

15.4.2 Stokastiske variabler

Stokastiske variabler kan bruges til at beskrive stokastiske eksperimenter;
altsa eksperimenter, der har en given sandsynlighed for at give forskellige
udfald. Der er saledes tale om endelige sandsynlighedsfelter, hvorfor (2.8
og ([29) ma veere opfyldt.

Der findes to slags stokastiske variabler, nemlig kontinuerte stokastiske
variabler og diskrete stokastiske variabler. En kontinuert stokastisk variabel
kan tage alle veerdier i et givet interval (Det kunne for eksempel veere alle
x € R), og man vil derudfra kunne lave en kontinuert sandsynlighedsfunktion
for den kontinuerte stokastiske variabel.

Diskrete stokastiske variabler kan i modsaetning til kontinuerte stokasti-
ske variabler ikke beskrives ved kontinuerte sandsynlighedsfunktioner, idet
diskrete variabler kun kan antage et teelleligt antal veerdier {aq,as,...}.

15.4.3 Binomialfordelinger

Ved en binomialfordeling betragtes et basiseksperiment, som kan have haen-
delserne,

H og H.

3Dvs., en maengde med ¢ elementer
4Dvs., en meengde med n elementer.
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Sandsynligheden for at H indtreeffer kaldes p eller evt. P(H) og sandsynlig-
heden for at H indtraeffer er derfor 1 —p ifglge (I2X). Normalt siger man, at
haendelsen H er en succes og den komplementzre haendelse H er en fiasko.

Hvis man udfgrer et eksperiment, hvor de netop opskrevne betingelser
geelder, og hvert eksperiment er uafhaengigt af, hvad der er sket i de andre
eksperimenter, har vi en binomialfordelt stokastisk variabel.

Indskud 1 (Uafhaengige Haendelser). Om to uafhangige haendelser, A og
B, gelder

P(ANB) = P(A) - P(B) (15.14)

Eksempler pa to hendelser, der er uafhengige af hverandre, er udfaldet af
to kast med en terning.

En binomialfordelt stokastisk variabel opfylder, at sandsynligheden for,
at der kommer r succeser ved at gentage eksperimentet n gange, er givet
ved,

P(X =1) = <:> (1 —p) T (15.15)
hvor p er sandsynligheden for succes, og X er den binomialfordelte stokasti-
ske variabel.

Det skal bemaerkes, at man ved en succes tilleegger den stokastiske vari-
abel veerdien, 1, og ved fiasko veerdien 0.

Middelveerdien for den stokastiske variabel X er givet ved,

(X)=n-p. (15.16)
Og spredningen ved

s=+/n-p-(1—p). (15.17)

Eksempel 9 (Anvendelse af binomialfordelingen). I en klasse med 27 elever
er der 11 elever, som aldrig leser lektier; de andre leser hver gang. Til hver
time veaelges 5 elever, som skal til tavlen og forklare noget af lektien. Hver
gang en elev velges sker det ved lodtrekning og den samme elev kan godt
komme op flere gange i lgbet af en time. Derfor gelder der, at hver enkelt
udveelgelse er uafhengig af alle tidligere udvelgelser. En stokastisk variabel,
som derfor ma vere binormialfordelt, er givet ved:

X Antallet gange en uforberedt kommer til tavien.

Sandsynligheden for, at der pa en time kommer 3 uforberedte elever til tavien
vil saledes veere givet ved:

4y 11,4 16
P(X =3) = (3) : (5)3 : (2_7)1 ~ 0.16028872
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Sandsynligheden for at der bliver tage netop 3 er saledes 16.0 %. Middel-
veerdien af X kan ogsa bestemmes:

11
(X)=n-p=4-— ~1.629630
27
Der vil saledes gennemsnitligt blive taget 1.63 personer, der ikke har forberedt
sig til tavlen.
Spredningen findes:

11 11
s = n-p(l—p):\/4-5(1—2—7)%0.982704

Spredningen er saledes 0.983. Ved at anvende de nmormale definitioner for,
hvad et exceptionelt udfald er, kan det omrade findes, hvori udfaldene ikke
er exceptionelle:

x; = (X)£2-5=1.629630 £ 2-0.982704 ~ 1.63 + 1.97

Her representerer x; et normalt udfald, der saledes ikke er exceptionelt.
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