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Definition 1 (Definition af en funktion af flere variable). En funktion af n
variable defineret pd en delmengde, A af R™, er en funktion f : A — R,
hvor A kaldes definitionsmeengden for f.

Topologi pa R”

Randen, 0A, til en maengde A, adskiller A fra det, der er udenfor A. Et
randpunkt er defineret ved, at man i dette kan placere en kugle, der bade
indeholder elementer, der er med i A, og elementer, der ikke er med i A.
Det indre af A er punkterne i A, der ikke er randpunkter.
Tillukningen, A, af A er foreningsmeengden af A og 0.A. Dvs., A =
AUOA.
En Aben maengde er en mengde, der ikke indeholder nogle af sine
randpunkter.
En afsluttet maengde indeholder alle sine randpunkter.

Eksempel 1 (En aben og afsluttet meengde). Mengden M = R” er bade
aben og afsluttet. Den er dben, fordi den ikke har nogen rand, sdledes, at
OM = (. Men da den tomme mengde er indeholdt i M (Husk: den tomme
mengde er indeholdt i alle mengder!) er alle randpunkter indeholdt 1 M.
Det folger heraf, at M bade er dben og afsluttet.

Eksempel 2 (En afsluttet meengde). Her er et ekspempel pi en afsluttet
mengde:

{E€R3|x%+m%+x§§9}. (1)
Eksempel 3. Mengden,
{(z,y) eR*| —1 <z <3092<y<3}, (2)

er hverken dben eller afsluttet, thi nogle randpunkter er med i mengden, og
andre randpunkter ikke er med i mengden.



Eksempel 4 (En afsluttet meengde). Mengden,
{(x,y) eR?| —1<2<3092<y<3}, (3)
er afsluttet.

En meengde er begraenset, hvis der findes en kugle, som indeholder hele
maengden.

En mengde er ubegraenset, hvis der ikke findes en kugle, der kan inde-
holde hele meaengden.

Et punkt, @ € A, er isoleret, hvis der ikke findes andre punkter i A, der
er vilkarligt teet pa a.

Et punkt, @, er et akkumulationspunkt, hvis @ ligger i A og ikke er et
isoleret punkt.

Kontinuitet og differentiabilitet

Definition 2. En funktion, f, er kontinuert « punktet @ € Dy, hvis dette er
et 1soleret punkt for Dy eller, at folgende geelder:
lim f(7) = f(a) (4)
r—a
Huvis en funktion er kontinuert i hele sin definitionsmengde siges, at funk-
tionen er kontinuert.

Saetning 1. Huis funktionerne f og g er kontinuerte i @, sd er funktionerne
f+9 f—9 f-go9 g (Forudsat at g(a) # 0) ogsd kontinuerte i a.

Seetning 2. Huvis f er kontinuert i @ og g er kontinuert i f(a), s er go f
0gsa kontinuert i @.

Szetning 3. En C' funktion defineret pa et abent interval A i R™ er konti-
nuert pd A.

Setning 4 (Ekstremalveerdiseetningen). Lad A C R™ vere en afsluttet be-
grenset mengde, og antag at f : A — R. Da har f et maksimum og et
MINTMUM.

Det skal bemeerkes, at ekstremalveerdiseetningen ikke udelukker, at f kan
have flere max- og min-steder.

Definition 3 (Retningsafledet). Antag at funktionen f: A — R er define-
ret pa en delmengde A af R™ og at @ er et indre punkt i A. Lad endvidere 7
veere en vektor. Da er den retningsafledede i punktet @ i retningen T defineret
ved:

(5)



Eksempel 5 (Retningsafledet). I dette eksempel vil vi finde den retnings-
afledede for funktionen, f(x,y) = x? + xy, i retningen ¥ = (2,1) i punktet
a = (1,0). Forst ses, at

a+hr=(1,0)+h-(2,1) = (14 2h,h) (6)
Heraf folger for f(a+ hF):
f@+ h7) = (1 4+ 2h)% + (1 + 2h)h = 6h* + 5h + 1. (7)

I purigt har vi, at f(a) = 1. Dette giver for den retningsafledede:

2 1) —1
f,(a;?):}l}% (6h +5f;L+ )

= lim 6h + 5 = 5. (8)
h—0

Den retningsafledede er siledes 5 for den givne retningsvektor.

Definition 4 (Partielt afledet). Lad f : A — R wvere en funktion af n

variable og lad @ veere et indre punkt © A. Den i’e partielt afledte - gi (@) -

er da den retningsafledte af f i retning af den i’e enhedsvektor. Duvs.,

0

@) = f' @) )
Det er her forudsat, at denne eksisterer.

Definition 5 (C!-funktion). En funktion er C', hvis de partielt afledede
eksisterer og er kontinuerte.

Szetning 5. En C'-funktion defineret pa en aben mengde A i R"™ er konti-
nuert pd A.

Definition 6. Gradienten til en funktion f af n variable i et indre punkt @
i definitionsmengden er vektoren:

Vf@) = (gi(a),...,éii(a)) (10)

Seetning 6 (Sammenhang mellem gradient og retningsafledet). Huvis f er
C', eksisterer den retningsafledede og er givet ved

f@r)=Vf(@- 7
Szetning 7 (Geometrisk tolkning af gradienten). Hwvis f er C' og @ er et

indre punkt i definitionsmengden peger gradienten V f (@) i den retning, hvor
f wvokser hurtigst vek fra @

Bevis. Lad u veere en enhedsvektor og indse, at f vokser hurtigst i den
retning u, hvor f’(a;u) er storst. Ved anvendelse af saetning 6 fas, at

(@) = V(@) ul = |Vf@) - [ul| cosb], (11)

hvor 6 er vinklen mellem de to vektorer. Nar de to vektorer peger i samme
retning er cos§ = 1, og det er hermed bevist, at den retningsaflede er storst,
nar gradienten og enhedsvektoren peger i samme retning. O



Tangentplaner og differentiabilitet
En affin funktion er pr. definition givet ved,
h(z1,z2,...,xy) = a1x1 + agxo + ... + apxy, + d.
Hvis d = 0 kaldes det desuden en lineer funktion.
Definition 7. Antag at f er en funktion defineret pé A CR™ og h : R —
R er en affin funktion. Vi siger, at h tangerer f i a € A hvis

7). (12)

Szetning 8. Antag at f er C' og @ er et indre punkt i Dy. Da er tangent-
hyperplanen til f 1 a entydig og er givet ved grafen til funktionen,

Wz) = f(@) + V@) - (7 —a). (13)

Definition 8 (Definition af differentiabilitet). En funktion f er differentiabel
i a, hvis der findes en entydig tangenthyperplan h til f 1 a.

Ved at kombinere denne definition med szetning 8 fas, at alle C!-funktioner
er differentiable.

Kadereglen

Szetning 9 (Kaedereglen). Lad f(u1,...,un) vere en Cl-funktion af m va-
riable defineret pa et abent interval og lad g1 (x1,...,%n), ...\ Gm(T1, ..., Tp)
veere m C-funktioner af n variable med dbne definitionsmengder. Da er den
sammensatte funktion,

h(z1,. .. xn) = flgr(x1, .oy @n), ooy g (1, - oo, ), (14)
en Cl-funktion. Hvis h er defineret i @ og b = (g1(a), ..., gm(@)) sd er

oh . 8f - 891 _ 8f - 892 _ 8f T 8gm _

Eksempel 6. Lad f(u,v,w) vere C* og lad g(x,y), h(z,y) og k(x,y) vere
C'. Huvis vi seetter,

o(z,y) = f(9(z,y), h(z,y), k(z,y)), (15)
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Eksempel 7. Betragt funktionerne
flu,0) =w®, gla,y,z) = o+ 2+ 2y2, h(z,y,2) = 2’yz. (17)

For den sammensatte funktion, k(x,y,z) = f(g(z,y,2), h(x,y, z)) gelder:
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Niveauflader, gradient og tangentplan

En niveaukurve til en funktion f(z,y) er lgsningsmeengden til,

f(%, y) =6 (26)

hvor c er en konstant.

Hvis vi har et punkt (a,b), hvor f(a,b) = ¢, er (a,b) indeholdt i niveau-
kurven, (26). Det kan vises, at tangentlinjen til niveaukurven i (a,b) er givet
ved

Vf(a,b)-((2,y) - (a,b)) = 0. (27)

Det er saledes en linje gennem (a,b) med normalvektor V f(a,b).

Pa figur 1 ses et eksempel pa en funktion, f : R? — R, hvor tan-
gentplanen til grafen er fundet i et punkt (x,y, f(x,y)). Pa grafen ses sam-
menhaengen mellem niveaukurve, graf, grafens tangentplan og niveaukurvens
tangentlinje.

Pa figur 2 ses, et plot af nogle niveaukurver for den samme funktion, som
var pa figur 1. P4 niveaukurverne er gradienten desuden indtegnet i nogle
punkter. Pa figuren ses det saledes, at gradienten har den vigtige egenskab,
at den star vinkelret pa tangentlinjen til et punkt pa niveaukurven. At dette
er tilfeeldet fglger direkte af, at gradienten er normalvektor til tangentlinjen.

Pa figur 3 ses en niveauflade for en funktion f : R3 — R. P& niveaufladen
er gradienten indtegnet i et punkt. Hvis man havde indtegnet en tangentplan
til det givne punkt pa niveaufladen, ville man se, at gradientvektoren var
normalvektor til denne tangentplan.
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Figur 1: Denne figur viser grafen for en funktion f : R? — R, hvor
tangentplanen i et punkt er indtegnet. Desuden er der ogsa indtegnet en
niveauflade og tangenten til nivaeufladen.
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Figur 2: Denne figur viser niveaukurver for den samme funktion, som ses
pa figur 1. I nogle punkter er der desuden indtegnet gradienter.



Figur 3: Denne figur viser en niveauflade for en funktion f : R3 — R.
Desuden er gradienten ogsa indtegnet i et punkt.



